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Об обратном модифицированном z-преобразовании 
при неизвестном значении параметра смещения
Рассмотрен алгоритм обратного модифицированного z-преобразования при значении запаздывания, 
не кратном интервалу дискретизации. Основу алгоритма составляет оценка параметра смещения ре­
шетчатой функции (дробной части запаздывания) как решение уравнения, реализующего дробно­
рациональное представление передаточной функции непрерывной части.
Запаздывание, параметр смещения, обратное модифицированное z-преобразование
Поводом написания настоящей статьи послу­
жили посты на форуме сообщества пользователей 
MathWorks® [1], [2] с обсуждением темы "как 
осуществить обратное z-преобразование переда­
точной функции" и "как преобразовать систему с 
запаздыванием из непрерывной в дискретную и 
затем из дискретной в непрерывную с сохранени­
ем результата?". Для преобразования модели из 
представления в дискретном времени в представ­
ление в непрерывном в M A TLA B  применяется 
функция d2c из расширения System Identification 
Toolbox [3] (для обратного преобразования приме­
няется функция c2d из состава другого инструмен­
тального расширения -  Control System Toolbox [4]).
Рассмотрим приведенный на форуме пример. 
Исходные данные:
>>H = tf(1,[1 1.8 .9])
>>Hz = c2d(H,ts,'zoh') 
>>H_obratnoe_1 = d2c(Hz,'zoh') 
Функция (рис. 1) демонстрирует, что задача ре­
шается корректно: после прямого и обратного дис­
кретных z-преобразований с экстраполятором нуле­
вого порядка (zero-order hold -  zoh) восстанавлива­
ется исходная передаточная функция в s-области.
Протестируем эту последовательность преоб­
разований, добавив в s-области запаздывание, 
кратное интервалу дискретизации, равному 0.5 
( т = 0 , рис. 2, а), и не кратное этому интервалу 
(т  = 0.7, рис. 2, б):
>>H = tf(1,[1 1.8 .9],'InputDelay',tau) 
>>Hz = c2d(H,ts,'zoh')
>>H_obratnoe_1 = d2c(Hz,'zoh').
Анализ рис. 2 показывает, что при запаздыва­
нии, кратном интервалу дискретизации, пара вза­
имно обратных преобразований выполняется
>>H = tf(1,[1 1.8 .9])
>>Hz = c2d(H,ts,'zoh') 
>>H_obratnoe_1 = d2c(Hz,'zoh')
Transfer function:
1
sA2 + 1.8 s + 0.9
Transfer function: 
0.09297 z + 0.06884
zA2 - 1.261 z + 0.4066
Sampling time: 0.5
Transfer function:
1
sA2 + 1.1 s + 0.9
Рис. 1
корректно: восстанавливается исходная переда­
точная функция. Однако по некратной задержке 
после прямого и обратного преобразований полу­
чена модель, не совпадающая с исходной: функ­
ция в s-области представляет собой нерациональ­
ную дробь, а задержка отличается от введенной. 
Алгоритм функции c2d корректно реализует 
классическое в теории дискретных систем преоб­
разование [5 ]-[8 ]. Проблема заключается в функ­
ции d2c: запаздывание модели в непрерывном 
времени рассчитывается только кратным интер­
валу дискретизации.
В составе расширения Control System Toolbox 
есть еще одна функция d2d [9], выполняющая 
пересчет дискретной модели для нового интерва­
ла дискретизации. Однако она также работает 
некорректно при не кратном интервалу дискрети­
зации запаздывании линейной части модели.
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Transfer function: Transfer function:
exp(-1*s) * -----------------
sA2 + 1.8 s + 0.9
Transfer function:
0.09297 z + 0.06884
zA (-2) * ----------------------
zA2 - 1.261 z + 0.4066
Sampling time: 0.5
Transfer function:
1
exp(-1*s) * -----------------
sA2 + 1.8 s + 0.9
exp(-0.7*s) * -----------------
sA2 + 1.8 s + 0.9
Transfer function:
0.03764 zA2 + 0.115 z + 0.009173
zA (-2) * ---------------------------------
zA2 - 1.261 z + 0.4066
Sampling time: 0.5
Transfer function:
0.03764 sA2 + 0.2965 s + 1
exp(-1*s) * ---------------------------
sA2 + 1.8 s + 0.9
Рис. 2
Постановка задачи. Рассмотрим обратное 
модифицированное z-преобразование [ 10], [ 11] 
при неизвестном значении параметра смещения 
(моды) s. Дискретная система (Д С ) состоит из 
идеального импульсного элемента, включаемого с 
интервалом дискретизации Tq, экстраполятора
нулевого порядка и непрерывной части (Н Ч ) с
* / \
передаточной функцией (П Ф ) W ( s) (рис. 3).
ПФ  НЧ в s-области имеет вид
W * ( s ) =  e - xs =- 
A  ( s)
Z  b*sp - i 
i=0 -e_xs =
s n + Z * n ai s
i=1
B  ( s )<
( 1)
sr1-1 n ( s  -  s, )  
i=2
где х -  запаздывание; p  и п -  натуральные числа
. ч * *
(p  < n ) ;  bi , ai -  вещественные коэффициенты;
l  -  количество несовпадающих полюсов; s1 = 0,
s'2 , ..., si -  не равные друг другу полюсы дроби
f  l l  
( 1); ri -  кратности полюсов Z  r  = n +1
V i=1 у
ПФ  ДС в z-области связана с ПФ  НЧ прямым 
^-преобразованием [6]:
Z btzn -i 
i=0 -z-d  =■
A (z)
B  (  z ) z -d
(2)
zn +Z aiz” 1 (z - 1)r1 n(z - zi) 
i=1 i=2
где Z  { -}  -  оператор z-преобразования; bi , at -  ве­
щественные коэффициенты; d  > 1 -  количество 
интервалов дискретизации (натуральное число); 
z1 = 1, z2 , ..., zr  -  не равные друг другу полюсы 
дроби (2).
В ДС запаздывание НЧ представляется в виде 
целого числа d интервалов дискретизации T0 . 
Дробная часть запаздывания (не кратная интервалу 
дискретизации часть остатка запаздывания Н Ч ) в 
модели не выделяется и учитывается в числителе 
ПФ  ДС при модифицированном z-преобразовании. 
Запаздывание представляется суммой целой d  и 
дробной m частей:
x = (d  + m - 1)Tq = (d  -  s )Tq ,
где m = 1 - s ,  m e [ 0, 1) ,  s e ( 0, 1].
Для рассматриваемой ДС при модифициро­
ванном z-преобразовании Z s { -}  :
H ( z ) = B r i  = 4 “ * 7 7  1- = Ф • ( s ) } ,z - 1 A  ( z )  -s A  ( s ) J 
а при обратном модифицированном z-преобразовании 
H  * (  s )  =  Z -  { H  ( z ) } .  (3)
В общем случае при известном параметре сме­
щения обратное модифицированное z-преобразова­
ние (3) осуществляется после разложения на про­
стые дроби (учитывая кратные и комплексно -сопря­
женные полюсы -  корни знаменателя дроби ( 1)) [6]:
ба
l ri-1
H (z ) = X Z
G J i
1 j =0 - z <  -  z - ! )  
l ri -1 D ■
H *  (s )  = £ £ -  J1
j+ 1
i=1 j =o (s -  si У +1
где G ji и D ji  -  коэффициенты разложения на
простые дроби. Полюсы дробей связаны соотно­
шениями si = ln - zi )/Tq .
Если при преобразовании из дискретной мо­
дели в непрерывную известна только ПФ  ДС, а 
параметр смещения s неизвестен, формально ре­
шением является П Ф  НЧ, определенная обратным 
модифицированным z-преобразованием при лю ­
бом значении параметра s е ( 0, 1], что порождает
неопределенность. При использовании функции 
d2c эту неопределенность решают наиболее про­
стым способом, принимая s = 0. Таким образом 
запаздывание определяется с точностью целого 
интервала дискретизации, а требование получе­
ния рациональной дроби в записи П Ф  НЧ выпол­
няется, если П Ф  ДС также записывается в виде 
рациональной дроби. В результате при выполне­
нии условия кратности задержки интервалу дис­
кретизации прямое и обратное преобразования 
дают правильный результат (рис. 2, а), а при не- 
кратности -  порождают ошибку (рис. 2 , б).
Обратное модифицированное г-преобразо­
вание. Рассмотрим методику, позволяющую лик­
видировать ограничение кратности задержки ин­
тервалу дискретизации.
Оценка неизвестного параметра смещения. 
В [12] предложено определить дополнительное 
уравнение для параметра смещения s из свойства 
записи ПФ  НЧ дробно-рациональной функцией 
( 1) :  порядок полинома числителя дроби меньше 
порядка полинома знаменателя. Через обратное 
преобразование Лапласа можно записать
{ н  * -■ t=0 = h (+ 0) = 0 . (4)
Уравнение (4) формально описывает свойство 
реализуемой ПФ  НЧ, записанной в дробно-рацио­
нальной форме: переходный процесс h*(t) без 
учета запаздывания должен начинаться с нуля.
Разложим H ( z )  в степенной ряд:
H ( z ) = £  \ z ~ k , 
k=0
где коэффициенты hk определяются как
hk =
d kH  ( z ) l ri -1
! X X < - |>j +1 g + C +/+1
i_ 0 i=1J =0z~ =0
Введем обозначение:
Ck+j  =
k + J'1= 1 J=^  E (- i)q+j s <j +1, q+1 )) ,
j  ! q=0
S — + 1; J  + 1) q+1
qi
q!
j  =
где S  —, J )  -  числа Стирлинга первого рода [13].
Перегруппируем слагаемые, не зависящие от ин­
декса к, используя эти числа:
l ri -1 [  . n ri -1 
hk =EE <-i) Eg,
i=1 J  =0 [  q=J
l ri -1
= E E G * j i k J zi ,
i=1 J  =0 
j
где G j i  -  вспомогательные коэффициенты.
Поскольку hk = h [ ( k + s) Tq] ,  для (4 ) фор­
мально можно записать h ( 0)  = h- e , откуда
l r  - I
F  <8) =  E E  G^ Ji ( - 8  ) j z- 8 =  o. (5) 
i=I J=0
Уравнение (5) связывает известные парамет­
ры П Ф  ДС G j i  с неизвестным значением пара­
метра смещения s через G j i . Уравнение решается
численными методами (например, методом Нью­
тона) в интервале s е -0, 1].
Пересчет параметров модели. Коэффициен-
* / \
ты hk связаны с H  ( s ) следующим образом:
hk =  Т -  { H * ( s) }
t=(k+8 )T0
l ri -1
= E E d
[ (k  + 8)T 0 ]  J zk +8
j  J !  i .
i =1J =0
Это позволяет при известном параметре сме­
щения s сформировать систему уравнений для 
определения коэффициентов разложения на про­
стые дроби ПФ НЧ D j i , исходя из известных ко -
эффициентов разложения на простые дроби ПФ ДС
G  J i через вспомогательные коэффициенты G  Ji :
ri- i  c i  . *  ____ __________________
zi8 E  Dqi-q-Toq8q - j = Gj i , i = 1, l; J  = 0, ri -1 ,
q=J q!
r -1
где G*i = ( - 1 ) j +1 Z  Gq i '
S  ( q + 1; j  + Q q+1
q=j
Так, для инерционного звена первого порядка 
при не кратном Tq запаздывании х имеем:
0 z + b1 z -dW * ( s ) = — e~{d -е )Tos о  W  ( z )  =
s + a  z + a1
В этом случае можно получить явную зави­
симость параметра смещения от коэффициентов 
числителя и знаменателя П Ф  ДС:
bo + hln
b1 -  a1b0
ln ( - a 1)
При представлении порядка числителя дроби 
( 1)  в виде p  = n - 1  -  v, где 0 < v < n -  натураль­
ное число, справедливо условие
d vh ( t )
dt
= h * v) (+ 0)  = 0
(верхний индекс в круглых скобках обозначает по­
рядок производной), а для оценки неизвестного па­
раметра смещения вместо уравнения (5) следует
использовать уравнение F (v) ( е ) = 0. Такая замена 
обусловлена тем, что функция (5) при кратных по­
люсах может не пересекать ось s. Производная v-го 
порядка гарантирует наличие корня уравнения.
На рис. 4 представлена упрощенная (без вы­
деления кратных полюсов) M A T L A B -функция, 
реализующая разработанное модифицированное 
обратное z-преобразование.
Протестируем функцию на исходном примере:
>>H = tf(1,[1 1.8 .9],'InputDelay',tau) 
>>Hz = c2d(H,ts,'zoh')
>>H_obratnoe_2 = d2c_with_zoh(Hz) 
Результат тестирования, представленный на 
рис. 5 , показывает, что поставленная задача 
успешно решена: пара обратных преобразований 
приводит к исходной функции вне зависимости 
от значения смещения.
t=0
function sysc = d2c_with_zoh(sysd)
% d2c_with_zoh Conversion of discrete LTI models to 
% continuous time (ZOH and unknown delay parameter) 
% R.Z. Akhmetsafina, 2016, rakhmetsafina@hse.ru
eps1 = eps*1e10;
BZ = sysd.num{1}; AZ = sysd.den{1}; 
d = sysd.InputDelay; % Запаздывание в Z-области
if BZ(1) ~= 0, d = d + 1; end 
AZ = fliplr(AZ); BZ = fliplr(BZ);
AS = conv(-AZ,[1 -1]);
[g z K] = residue(BZ,AS); Ts = sysd.Ts; 
s = -log(z)/Ts; st = s.*Ts; stl1 = g; 
deriv = 0; z_1 = z.A (-1-eps1);
% Оценка разности порядков полинома 
% знаменателя и числителя в S-области 
while real(sum(stl1)*(stl1.'*z_1)) > 0
deriv = deriv + 1; stl=stl1; stl1=stl.*st;
end
m0 = 0.5; Maxlter = 50; Iter = 0; Done = 0; 
stl = stl1; stl1 = stl.*st;
% Оценка параметра смещения m 
% (метод Ньютона)
while (~Done) && (Iter<MaxIter)
m = m0-(stl.'*(z.A (-m0)))/(stl1.'*(z.A (-m0))); 
Done = abs(m - m0) <= eps1; 
m0 = m; Iter = Iter + 1;
end
m = real(m); c = -g.*z.A (-m);
[BS AS] = residue(c, s, K);
tau = (d+m-1)*Ts; % Запаздывание в S-области
AS = real(AS(1:end-1));
BS = real(BS(2+deriv:end)); 
sysc = sysd; sysc.Ts = 0; 
sysc.Variable= 's';
sysc.InputDelay = tau; sysc.ioDelay = 0; 
sysc.num{1} = BS; sysc.den{1} = AS; 
end
Рис. 5
По результатам проведенного исследования 
можно сделать следующий вывод. При обратном 
модифицированном z-преобразовании, когда за­
дана только ПФ  ДС в z-области, в качестве неиз­
вестного параметра смещения s е ( 0, 1] предла­
гается принять значение, обеспечивающее усло­
вие дробно-рациональности результирующей 
дроби ПФ  НЧ в s-области [12]. Исходя из такого 
условия, может быть получено дополнительное
уравнение для оценки неизвестного параметра 
смещения s z-преобразования. В настоящей ста­
тье предложен и реализован алгоритм, позволя­
ющий осуществлять обратное модифицированное 
z-преобразование при не кратном интервалу дис­
кретизации значении запаздывания для ДС, соот­
ветствующих структуре, представленной на рис. 3 , 
и П Ф  НЧ вида (1).
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